STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

AFDELING ZUIVERE WISKUNDE

ZW 1945-011

Voordracht in de serie

"Elementaire onderwerpen venuit hoger standpunt belicht"

Prof. Dr. J.C.He Gerretsen

QUATERNIONEN




Rapport E.W., 1949-011.
23 November 1949.-

Voerdracht door Prof.Dr J.C.H. Gerretsen
in de serie
Elementaire onderwerpen ven hoger standpunt uit.

QUATERYIONEN.

1. Definitie en rekenregels. Quaternionen zijn systemen van reéle
getallen viertallen (o, « o, &), wearmee op de volgende wijze wordt
~ gerekend: |

a) OPTELTING.

( O(o J Q‘,‘? 0{2’0{5) + (ﬁo’ /B:’,ﬁx’ﬁj ) = (dc'f'ﬁo’ D(ﬁ- /8" u!z+ ﬁ"k’ d‘#ﬁ“)'
») VERMENIGVUIDIGING met een GETAT.
AC, &, ok 00) = (A, Ax, Ax, Ao) & (XA &l oA yOA )=

| (K, X, o YA .

a’s

‘Dientangevolge bezit ieder quaternion een basisvoorstelling:

(0(0,0{.,0( 0() ._CKeO +oe +O{e2 + e

1 373 %
met

-(1000),e1_(01oo),e ——(OOlO),e ..(ooo:w

- ¢) QUATERNIONISCHE VERMENIGVULDIGING. :

Geschle&t door op de ba51svoorstelllng de regels van het 1etterreke*
nen toe te passen, met 1nachtnem1ng der volgcrde der factoren, ter—
lel L -
ey €5 = €4y (1 = 0,1,2,3),ve1 e, = = e, &) = 93, e, &5 = aej’ezzel,

©3 €1 = T &) 3 = &5 - |

Het product blijkt a85001at1ef en Aistributief te 21jn, maar nlet
commutatief. V ; i ; ]

Quaternienen, waarvoor alleen (,van nul VGrschilt,'volgen dezelfé :
de rekenregels als de ‘regle. getallen; we zullen ze daarom met de |
reéle getallen 1dent1f1ceren en door Grlekse letters voorstellen.
Quaternionen, waarvoor‘d = 0 hetenxvecﬁoreg. Deze dulden we met kleine
letters aan. Men kan ze op de gnbru1ke113ke w13ze meetkundlg 1nter~
,.preteren als 111nsegmenten in de drledimen31onale ruimte. Algemene
quaternlonen zullen we met hoofdletters aandulden.‘Ieder quaternlon i
is dus te beschouwen als de som van een reeel getal en een,vector: M:f

A = <x+ a.:”‘
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Het quaternionische product van twec vectoren a en b is het
quaternions

ab = (“ael*""zez"'“(ﬁjs)(ﬁ e1+ﬁae2+ﬁ§e3)= - a.b +axb,
met

a.b = %P,“’(sz”' °§l8; . (scalair product)

axb = (m)jasﬂ-oeﬁ Jeq +( osﬁ -m‘g)e? + asﬁ; otﬁ)% (vectorproduct)
Algemene productregels

AR = (O + a)(ﬁ«k b}zﬂ(ﬁ - a.b +gb +}3a + axb.

2. Yectorrekening.

i

- % (ab + ba)
3 (ab + ba)

A. D
axb

it

8.b = b.a, axb = -~ bxun,

Vectoren heten onderling orthogonaal, indien a.b = 0, dus ab + ba = 0,
a.(bx ¢c)= b.(cxa)= c.(axb). Men duidt dit getal aan met

(a,b,c) (determinantenproduct). Er geldt

(a,b,c) = (b,c,a) = (c,a,b) = - (a,c,b)= enz.

Indien (a,b,c) # O dan heet het teken van (a,b,c) de schroefzin der

vectoren a,b,c. De schroefzin van €11 €ny 63 is positief.

a.{bxc) = blc.a) - c(a.b)

(axb).(exd) = (a.c)(b.d) = (a.db.c) (Lagrange)

(axbd)x (exd) = (a,b,d)c - (a,b,c)d

(a,b,c)d = (b,c,d)a + {(c,a,d)b + (a,b,d)c (Ontbinding langs drie

vectoren).

3. Norm van een quaternion.

Het geconjugeerde van het quaternion A = « + a is het quaternion
*
A =« - a, Br geldt de productstelling

* "
(AB) = B'A ,
W
De norm N(A) van het quaternion A is het getal N(A) = AA = A%

= o<:+ ui—!— o<:+ o(_:. Stecds is N(A) 2 0, De norm is slechts nul indien
het quaternion gelijk is aan O, dus aan (0,0,0,0).
Bij iedere A £ O bestaat er een A™Y zodat .

a7t = a7 - 1, terwijl AT = §{§7 : .
In het bijzonder is N{a)= - aa = a.a . |

Een quaternion met norm 1 heet genormeerd. ;

De quaternionen vormen ecn (niet-commutatief) lichaam.



—3-

4. Argument van een guaternion.
lEen genormeerd quaternion Q kunnen we schrijven als Q = K + g met
K+ N(q)= 1. We kunnen stellen cos Y =K, Deor de voorwaarden
0 2y 2 T is ¥ ondubbelzinnig bepaald. Men noemt Y het argument van
het quaternion. Stellen we e sintfu q, dan is e door N(e)= 1 vol-~
ledig bepanld. We hebben duss

Q= cos¥+ e sin!y. ce = -1 (analogon der complexe
getallen).

Ieder genormeerd quaternion blijkt het product tec zijn van twee
genormeerde vectoren a en b,

Q:“&-b'i’&)(b-

Blijkbaar is cosV¥ = - a.b. We zullerxirn77—v$’noemen de hoek der
vectoren a en b, zodat cosal = a.b. Voorts is sina) = siny =

(ax b). e= (a,b,e), en daar dit getal positief dlijkt te zijn, is de
schroefzin van a,b cn e positicf, althans, indieny $ O en 377 .

Een vlak loodrecht op een genormeerde vector a wordt door die
vector georiéntecrd, doordat we de zijde, waarhecon die vector wijst
positief kumnen noemen. Denken we ons twee snijdende of samenvallende
georiénteerde vlakken., De aan de positieve zijden daarvan gelcegen
halve ruimten hebben een iweevlakshoek gemecen., Daaraan geven we de
grootte Y , indienT-¥ Je hoek is der vectoren a en b. We kunnen
blijkbaar een quaternion steecds door een vlakkenpaar representercn,

5. Sferische trigonometrie.

De letters a,b,c zullen nu niet meer vectoren annduiden. De enige
vectoren, die voorkomen duidenwe met de letter e ann, die van een
passende index is voorzien.

We dcnken ons gegeven drie-niet in &&n vlak gelegen genormeerde
vecteren ea; Cps €ge Het levert voor het volgende gemak op om de
schroefzin daarvan positief t¢ onderstellen. De vlakken door een

punt O loodrecht op die vectorcn sluiten cen dricvlakshock in, dic

op de gebruikelijke wijze met cen boldrichoek ep een om O beschreyen
boloppervlak in verband kan worden gcbracht. De twecvlakshaek der
vlakken loodrecht op e, en e, geven we de grootte o , cnz. We hebben ﬂ

" y ! —-— » = CX
€y €, = CcOSX + ey sin , waaruit ey B4 cos ,

e_ = e sinc

en cykl. Daarbij zijne, , enz. genormecrde vectoren, terwijl

(eyrcgr8 ) > 0. Voorts is 5, & sinp siny =(ey e Ix(e xey) =
ea(ea,eb,eg}. We mogen stellen |

e, sin a = e%xek ’



-

waarbij a voorstelt de hoek der vectoren eﬁ en e, . Dus a +o="N,

Zonder moeite blijkt (ea,eb,ec)= sin a -sinﬁ sin y en cykl, waar-
uite |

sin b - sin ¢
sin};; sinbf

sin a
sin oL

—

( s‘inusreéel}
Wegens eﬁ" ey = cos a hebben wes

e}3 e&’= - cos a + e, sin a, en cykl.

Uit de relatie

e e e_= =1

B el\}, e’), ey Cy 8
leidt men vooreerst af

cos ¢ = cos a cos b + sin a sin b cos y (cosinusregel)

en verder

1l

sin a cos b sin b cos a cos y * sin ¢ cosl?} (projectieregel)

sin a cos b cosa« + sin ¢ cos ,3

il

sin b cos a

Deor toepassing van de sinusregel volgt nog

i

sin a ctg b = cos a cosy + siny cgt f (cotangentenregel)

sin b cgt a = cos b cosy + sinaf ctg ol
Hiermede zijn de grondformules der sferische trigonometrie geronden,
Analoge relaties vindt men uit de identiteit

e e B _e_ e, = =~ 1,
» € ¢ ®a Ca “w 1

Eenvoudiger echter deor te letten op de relatie a +ou= T, enz
{overgang van de driehoek op de pooldriehoek).
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